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' Abstract : We show an almost optimal effective version of Masser's matrix lemma 

Q^ ■ [TTj . giving a lower bound of the height of an abelian variety in terms of its period lattices. 

(N 

Resume : On donne ici une version effective presque optimale du lemme matriciel 
■ de Masser, qui consiste a minorer la hauteur d'une variete abelienne en fonction de ses 

. reseaux des periodes. 
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. ■ 1 Introduction 

> 

T^lj- ' Soit K un corps de nombres. Designons par Gk I'ensemble des plongements cj de 

, dans C. Masser a montre dans une minoration, connue sous le nom de lemme matri- 

ciel, de la hauteur d'une variete abelienne A sur K en termes de matrices des periodes 
■ des Afj. Ce resultat est I'un des ingredients utilises par Masser et Wiistholz |12] pour 

prouver leur fameux theoreme des periodes. 



Bost [2] a revisite ce lemme matriciel en minorant la hauteur de Faltings (stable), 
notee /iFa(^)) de A en fonction des diametres d'injectivite des Ag-. Graftieaux |8], David- 
Philippon ID et Gaudron [6] en ont ensuite donne des versions effectives (c/. remarque 
1.3 ci-dessous). 

On se propose ici de raffiner ces versions de maniere asymptotiquement optimale. 
Introduisons d'abord quelques notations : 

Dans tout la suite, on designe par k la constante k = \ — Lorsque (A; L) est 

V 271-^6 

une variete abelienne complexe principalement polarisee, on note p{A; L) son diametre 
d'injectivite {i.e. le premier minimum de son reseau des periodes). 



Theoreme 1.1 : Soit (A; L) une K-variete abelienne de dimension g >1, principa- 
lement polarisee. En posant po- = niiii^p(Ao-; Lo-); ^ pour tout a G Gk, on a alors 
I'inegalite suivante : 

o-eGK 
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Ce resultat est utilise par Gaudron et Remond |[7j pour donner de nouvelles versions 
effectives du theoreme des periodes. 



Remarque 1.2 : La constante — devant les — est optimale. En effet, fixons un corps 



— devant ies — ^ 
6 pI 

de nombres Kq et une i^'g-variete abelienne {Aq]Lq) de dimension (7—1, principalement 
polarisee. Alors pour toute extension finie K de Kq et toute ET-courbe elliptique E a 
potentiellement bonne reduction partout, on a, en posant A = Aqk x I'estimation 

ou le 0(1) ne depend que de {g]KQ\AQ\LQ) (mais pas de {K;E)). On le voit en appli- 
quant le theoreme 7.b de |5]. 

Remarque 1.3 : A titre de comparaison, Graftieaux et Gaudron ont obtenu I'enonce 
vr 

1.1 avec, au lieu de ce — , une fonction c(g) de g qui converge vers (plus vite que 
^ 6 

— ) lorsque g tend vers +oo ; David-Philippon ont trouve une minoration de la forme 

—77 — ^ max (ou la constante cn est absolue). 

Enfin, citons pour memoire la forme simplifiee (affaiblie mais plus maniable) suivante : 

CoroUaire 1.4 : Soit e g]0;1[. Soit {A]L) une K-variete abelienne de dimension 
g > 1, principalement polarisee. On a alors 

, , g^ /'27r^\ ^ (1 - e)TT v-^ 1 



Demonstration : A partir du theoreme 1.1, il suffit d'ecrire Inu^ < — 1 avec 
evr ^ ^ 

Mo- = 77 pour tout o" G Gk- L-I 

Apres des preliminaires sur les reseaux (section 2), on prouve le theoreme 1.1 a la 
section 3.2. 

Je remercie Eric Gaudron et Gael Remond de m'avoir incite a rediger ce texte. Je 
remercie egalement Fabien Pazuki pour d'interessantes discussions concernant le lemme 
matriciel. 



2 Geometrie des nombres 

Soit g un entier > 1. On note I'ensemble des matrices Y E Mg(M) symetriques 
definies positives. 
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Definitions : Soit Y G Sg. Munissons de la norme euclidienne || ||y telle que 
||x||v = ^'xYx pour tout x G R^, et posons tl^Yix) = min fx— mlly. Le premier minimum 

m£Z9 

Ai(y) et le minimum inhomogene IJ-{Y) de Y sent les reels definis par 
Ai(y) = min ||m||y et a( Y) = max jhyix) 

meZ9-{0} xma 

Lemme 2.1 : Soit Y G Sg. On a I'inegalite 2n{Y)Xi{Y-^) > 1. 

Demonstration : Choisissons un 7 G Z^' tel que ||7||y-i = Ai(y~^). Les coordonnees 
de 7 sent premieres entre elles (par minimalite), done il existe m G verifiant une 
relation de Bezout = 1. Posons a; = — et montrons que 2'0y(x)Ai(y~^) > 1. Pour 
tout n G Z^, on a 

1 < |1 - 2VI = 21*7(2; - n)\ < 2||7||y-i||x - nfy = 2Ai(y-^)||x - n||y . 
D'ou le resultat. □ 

Dans la suite de cette section, on fixe un y G et on note simplement || || et ijj au 
lieu de || ||y et ipy- Designons par u la mesure de Lebesgue sur R^, et posons F = [0; 1]^. 

Lemme 2.2 : Soit y G Sg. On a la minoration suivante : 



Demonstration : On prend un y G R^ verifiant /x(y) = ^(y). Soit a; G R^. Pour m et 
n dans Z^, I'identite du parallelogramme donne 

2\x — mp + 2\x — y — np = \\y — m + np + \\2x — y — m — np 

> ^(y)2 + V'(2x - y)2 . 

II en decoule 2ip{x)'^ + 2ijj{x — y)^ > //(y)^ + ip{2x — y)^. On conclut en integrant 
cette inegalite contre u et en utilisant la Z^-periodicite de ip. □ 

Pour tout {t;x) G R+ x Rf , on pose 

fY{t;x) = \/det(y) ^ exp(-7rt||x - mp) . 

Lemme 2.3 : On a les proprietes suivantes. 

(a) Soit X G R^. L'application R^ — >■ R qui a t associe fyit; x) exp{ntip{x)'^) est 
decroissante. 

(/3) Soit t G R+. On a I'estimation / In frit; x)du{x) < Int. 

Jf 2 

Demonstration : (a) Cette fonction est une somme d'exponentielles decroissantes. 
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(P) En utilisant I'inegalite de convexite de Jensen, on trouve 

/ ln/y(t;x)dz/(x) < In / fyit; x)di^{x) 
Jf Jf 

= ln[Vdet(y) / exp(-7rt||a;p)dz/(x) 
Proposition 2.4 : En posant A = min^Ai(y~^); y^^)? ^ majoration 



J^lnfY{2;x)d,^ix) <-^-5lnA-|ln 



65 
7re 



Demonstration : Soit t g]0; 2]. Le lemme 2. 3. a implique pour tout x E F I'inegalite 

ln/y(2;x) <ln/y(t;x)-7r(2-i)V'(x)2 . 
Avec les lemmes 2.3./9, 2.2 et 2.1, on en deduit 



/ ln/y(2;x)dz/(x) < / ln/y(t; x)dz/(x) - 7r(2 - / i/'(a:)^di/(, 
Jf Jf Jf 



o, 7r(2-t) 



2 12Ai(F-i)2 

^ , . , , , . . 60-^2 ^ 
On obtient le resultat en cnoisissant t = . □ 

TT 



3 Minoration de hauteur 
3.1 Generalites 

Definition : Soit A une variete abelienne complexe de dimension g > I. Posons 
Ta = r(A; fi^/c)^ et notons le reseau des periodes de A (on a done un isomorphisme 

A(C) ~ Ta/Ta de groupes analytiques). 

Soit L : A ^ A^ une polarisation de A. Elle induit une forme de Riemann sur T4 

{i.e. une forme hermitienne sur Ta telle que lmHL{j;S) G Z pour tout (7; 5) G F^). Le 

diametre d'injectivite de L est le reel p(A; L) = min \/ Hl('^;^). 

7erA-{0} 

Definition : Soit [A] L) une variete abelienne complexe principalement polarisee. 
Designons par vi la mesure de Haar sur ^(C) de masse 1. 

Prenons un faisceau inversible C ample sur A definissant L (on a done hP{A\C) = 1), 
une metrique du cube || || sur C {i.e. une metrique sur L a courbure invariante par 
translations), et une section s € r{A;C) — {0}. On pose 

I{A;L) = ~[ ln||s||dz/i + -In / ||s||^dz/i . 
Ja{C) 2 Ja(c) 

On verifie facilement que ce reel ne depend pas du choix de (£; || ||; s). 
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So it K un corps de nombres. Soit A une variete abelienne de dimension g sur K. 



Definition : On definit la hauteur de Faltings /iFa(^) de A de la maniere suivante. 
Clioisissons une extension finie K' de K telle que A^' soit semi-stable sur K'. Designons 
par X le modele de Neron de Ax' sur B = Spec(0/</), par Ox £ ^(B) sa section neutre, 
et par UJx le faisceau inversible OJx = ^x-^^^x/B sur B. 

Munissons Ux de la metrique || Upa telle que pour tout a € B{C) = Gk' et tout 

ip £ r{B„;Ux^) = T{Aa; ASVLa^c), on ait ||(/j||Fa(o-) = ^ / ^A^- 

On pose alors /iFa(^) = — ^I'^f" ' lli^^'^'^ (cela ne depend pas du choix de K'). 

On va utiliser I'inegalite de Bost suivante (c/. theoreme §3 de [3|). 

Theoreme 3.1 (Bost) : Soit {A;L) une K-variete abelienne de dimension g, prin- 
cipalement polarisee. On a alors la minoration 

hF.{A) > -| ln(2vr2) + — ^ ^ I{A^; L,) . 



Demonstration : Voir I'appendice de [7]. □ 



3.2 Demonstration du theoreme 1.1 

Grace au theoreme 3.1, il suffit de minorer I{A; L) en fonction de p{A; L) pour toute 
variete abelienne complexe [A; L) principalement polarisee. 

Notons M.g I'espace de Siegel des matrices S Mg(C) symetriques telles que IvoTt soit 
definie positive. A tout G on associe la fonction theta definie par 

Vz € On{z) = exp(i7r*nrin + 2i'ir^nz) 

Soit (A; L) une C- variete abelienne de dimension g, principalement polarisee. Fixons 
un 17 G tel que A{C) ~ C9/{Z9 + QZa), que L soit induite par G = div(6'n), et que 
soit reduite au sens de Siegel (voir §V.4 de |l0j). 

En posant Y = Imfi, on a en particulier Xi{Y)^ > 

Designons par vi la mesure de Haar sur ^(C) et par v la mesure de Lebesgue sur R^. 
Posons C = Oa{Q) et notons s la section globale de C definie par G. On munit C de la 
metrique || || definie par 

Vz = x + iyGCf \\s\\{z) = ^det(y)exp(-^V^-iy)|0f^(z)| . 

C'est une metrique du cube sur C (voir §3 de |13) ) et on a 

In / \\s\\^dvi = --ln2 . 
Ja{c) 2 
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Maintenant, majorons le terme / ln||s||di/i. Posons F = [0;1]^. En utilisant I'in- 

Ja{c) 

egalite de Jensen puis la formule de Parseval, on obtient pour tout y & F : 
/ ln\\sf{x + ny)du{x) < In / \\sf{x + ny)du{x) 

JF Jf 

= In [Vdct(F) cxp[-27TXy + n)Y{y + n)] 
= ln/y(2;2/) . 



— .A I'aide de la proposition 2.4, on en deduit 
3gy 



On pose A = min^Ai(y ^); 

21 {A; L) > -|ln2-y^ln/y(2;y)dKy) 



6A"^ 2 7re 

On conclut en appliquant le lemme 3.2 ci-dessous. □ 

Lemme 3.2 : En posant p = m.m(^p{A; L); ^^^^j ^ I'egalite p = X. 

Demonstration : Identifions Ta a et Ta a + QZ^. La forme de Riemann Hl 
verifie alors 

V7 = m + 0nGrA Hiir,!) = ^W^l = Km + Xn)Y~'^{m + Xn) +^nYn . 

1 



Si 5 = 1, on verifie aisement que p{A; L) 



= Ai(y-i). 



Supposons maintenant g >2. Soit 7 = m + J7ra G P^ — {0}. Si ra 7^ on a H{^; 7) > 

V^Fn > ^ > ^, et si n = on a ii"(7;7) = SnY-'^m > Xiiy'^f. D'ou p>X. 
2 og 

De meme, pour tout m' G — {0}, on a ||m'||^_i = H{m';m') > p{A;L)^. Done 
X>p.D 
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